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Wenn es um schone mathematische Gebilde geht, kommt
man an der Mandelbrot-Menge (auch als ,,Apfelménnchen
bezeichnet) kaum vorbei. Um zu erkléren, wie dieses Gebil-
de zustande kommt, werden normalerweise komplexe Zah-
len verwendet, die aber in der Schule kaum unterrichtet wer-
den.

Da eigentlich kein besonders gutes Verstdndnis von kom-
plexen Zahlen notwendig ist, um solche Bilder berechnen
zu konnen, will ich hier kurz erkldren wie es mit géngigen
Schulmitteln geht. Wer sich hauptséchlich fiir die Mathema-
tik interessiert, kann sich auf die ersten Abschnitte konzen-
trieren, und wer lieber nur programmiert darf diese gerne
iiberspringen und gleich bei ,,Wie kann ich das programmie-
ren?“ weiterlesen.

Was sind komplexe Zahlen?

Komplexe Zahlen sind eine Erweiterung der, aus der Schule
bekannten, reellen Zahlen. Wichtig ist fiir diese Zahlen die
Zahl i, die sogenannte imagindre Einheit. ¢ ist definiert als
die Zahl, die mit sich selbst multipliziert —1 ergibt, ¢ ist
also eine Wurzel aus —1 (wenn man nur mit reellen Zahlen
rechnet lasst sich die Wurzel aus —1 ja bekanntlich nicht
ziehen).

Alle komplexen Zahlen lassen sich grundsétzlich als Sum-
me aus einer reellen Zahl und einer reellen Zahl die mit
multipliziert wurde darstellen (es gibt auch andere Darstel-
lungen, aber die brauchen wir hier nicht). Fiir jede kom-
plexe Zahl z gibt es also reelle Zahlen a und b, sodass gilt
z=a+ bi.

Die Mandelbrot-Menge

Die Mandelbrot-Menge ist definiert als die Menge der kom-
plexen Zahlen ¢, fiir die die Folge z,4+1 = Z% +cmit zg =0
beschrinkt bleibt. Das bedeutet, man muss jeweils das vor-
angegangene Ergebnis fiir z quadrieren und dann dazu ¢
addieren, um an das néchste Glied von z zu gelangen, das
dann wieder Ausgangspunkt fiir den néchsten Rechendurch-
gang ist. Wenn fiir den gewéhlte Wert von ¢ die Werte von
z nicht gegen unendlich geherﬂ ist ¢ Teil der Mandelbrot-
Menge. Um in den Randbereichen einigermafien sicher sein
zu konnen, ob eine Zahl ¢ noch zur Mandelbrot-Menge da-
zugehort oder nicht, muss man unter Umsténden hunderte
oder tausende Folgenglieder berechnen.

Die Folge mit reellen Zahlen

Um mit reellen Zahlen rechnen zu kénnen muss man die
Gleichung z,41 = 22 + ¢ etwas umformen. Ich definiere die
reellen Zahlen a, b, x,, und y,, so, dass gilt ¢ = a + bi und
Zn = ZTp + Yni. Wenn man dies in die Gleichung einsetzt

'Man kann zeigen, dass sie gegen unendlich gehen, wenn fiir ein
Folgenglied als komplexe Zahl der Form z = x + yi dargestellt

Va2 +y? > 2gilt.

erhélt man (Umformung nach binomischer Formel):
Tt + Yns1i = (Tn +yni)® +a+bi
Tt + Ynp1i = 2 + 2xyni + y2i% 4+ a + bi
Da i2 = —1 ist erhalten wir
Tyt + Yni1i = T2 4+ 20, yni — y2 +a + bi
und nach Umsortieren Ausklammern von @
Tni1 + Yny1i = T — yp + a + (2Tnyn + )i

Bis auf das i sind alle Variablen reelle Werte, das heifst
der reelle Teil x, 1 der linken Seite muss dem reellen Teil
22 — 42 + a der rechten Seite entsprechen, und auch die
mit ¢ multiplizierten Teile auf beiden Seiten der Gleichung
miissen einander entsprechen:

(1)
(2)

Dies lasst sich nun ohne Kenntnis von komplexen Zahlen
berechnen, wenn a und b bekannt sind (z¢ = yo = 0).

2 2
xn+1:$n_yn+a

Ynt1 = 2TpYpn + b

Wie kann ich das programmieren?

Um die Mandelbrot-Menge darstellen zu konnen, berechnet
man fiir jeden Punkt des Bildes die Folge mit seinen Ko-
ordinaten a (iiblicherweise nach rechts) und b (nach oben)
entsprechend den Gleichungen (1) und (2) oben. Dazu setzt
man eine maximale Anzahl an Iterationen (das heift An-
zahl an Folgengliedern die berechnet werden) und priift
nach jeder Iteration ob 22 + y? > 4 ist. Falls ja, ist der
Punkt mit den Koordinaten a und b definitiv nicht Teil der
Mandelbrot-Menge. Wenn diese Bedingung nach einer be-
stimmten Anzahl an Tterationen noch nicht erfiillt ist, kann
man mit hoher Wahrscheinlichkeit davon ausgehen, dass er
Teil der Mandelbrot-Menge ist (je hoher die Anzahl der Ite-
rationen desto sicherer das Ergebnis). Die Punkte, die zur
Mandelbrot-Menge gehoren, werden dann (meist schwarz)
eingefarbt.

Schoéner, bunter, detaillierter!

Wer nach Moglichkeiten sucht, sein Programm zu optimie-
ren, kann zum Beispiel, abhingig von der Anzahl an Ite-
rationen, nach der die Berechnung abgebrochen wurde, die
Aufenbereiche unterschiedlich einfarben. Eine schnelle und
einfache Zoomfunktion ist ebenfalls sehr praktisch, wenn
es darum geht die spannenden Bereiche am Rand des ,,Ap-
felm&nnchens” zu erkunden. Hier kann es dann auch sinn-
voll sein, die Anzahl der maximalen Iterationen variieren zu
kénnen, um bessere Ergebnisse zu bekommen . . .

Wer Spaf am Programmieren hat, kann sich hier also eine
Weile beschéftigen.
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